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õäë 514/515ââë 22.1á84 áÎÎÏÔÁ�ÉÑëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔ Ä×ÉÖÅÎÉÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÄ-ÎÏÍÕ ×ÒÁÝÅÎÉÀ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ Ä×Á Ë×ÁÔÅÒ-ÎÉÏÎÁ, ÒÁÚÌÉÞÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ (ÆÉÚÉËÉ ÎÁÚ×ÁÌÉ ÜÔÏ Ñ×ÌÅÎÉÅ Ó�ÉÎÏÍ) Ó×ÑÚÁÎÏÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÇÒÕ��Ù �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. �÷ÒÁÝÅÎÉÑ� ÜÌÅËÔÒÏÎÏ× ÏÔÌÉÞÁ-ÀÔÓÑ ÏÔ ×ÒÁÝÅÎÉÊ Ô×£ÒÄÙÈ ÔÅÌ ÉÍÅÎÎÏ ÒÁÚÌÉÞÉÅÍ Ó�ÉÎÏ×, ÉÇÒÁÀÝÉÈ ÒÅ-ÛÁÀÝÕÀ ÒÏÌØ �ÒÉ Ï�ÉÓÁÎÉÉ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÙÈ ÏÂÏÌÏÞÅË ÁÔÏÍÏ×.÷ ÂÒÏÛÀÒÅ, ÎÁÒÑÄÕ Ó ÏÓÎÏ×ÎÙÍÉ ÆÁËÔÁÍÉ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÍ-�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ×, ÒÁÓÓËÁÚÁÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÏ×ÙÅ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÙ É ÇÉ�ÏÔÅÚÙ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ ×ÅÒÓÉÅÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÏËÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ÏËÔÁÜÄÒ, Á ÇÉ�ÏÔÅÚÁ, ÞÔÏ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÎÁÑ ÅÇÏ ×ÅÒÓÉÑ | ÉËÏÓÁÜÄÒ,ÎÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ.�ÅËÓÔ ÂÒÏÛÀÒÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÎÕÀ ÏÂÒÁÂÏÔËÕ ÚÁ�ÉÓÉÌÅË�ÉÉ, �ÒÏÞÉÔÁÎÎÏÊ ÷. é. áÒÎÏÌØÄÏÍ ÄÌÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ× 9|11 ËÌÁÓÓÏ×17 ÎÏÑÂÒÑ 2002 ÇÏÄÁ ÎÁ íÁÌÏÍ ÍÅÈÍÁÔÅ íçõ.âÒÏÛÀÒÁ ÒÁÓÓÞÉÔÁÎÁ ÎÁ ÛÉÒÏËÉÊ ËÒÕÇ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ, ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈÓÑÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ: ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÓÔÁÒÛÉÈ ËÌÁÓÓÏ×, ÓÔÕÄÅÎÔÏ×, ÕÞÉÔÅÌÅÊ : : :áÒÎÏÌØÄ ÷ÌÁÄÉÍÉÒ éÇÏÒÅ×ÉÞçÅÏÍÅÔÒÉÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× É Ó�ÉÎÏ×òÅÄÁËÔÏÒ ÷. ÷. �ÒÕÛËÏ×. �ÅÈÎ. ÒÅÄÁËÔÏÒ ÷. í. çÕÒÏ×É�.úÁ�ÉÓØ É ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÁ ÌÅË�ÉÉ: ò. é. âÏÇÄÁÎÏ×; í. ò. âÏÇÄÁÎÏ×.ìÉ�ÅÎÚÉÑ éä �01335 ÏÔ 24/III 2000 Ç. ðÏÄ�ÉÓÁÎÏ Ë �ÅÞÁÔÉ 15.12.2008 Ç.æÏÒÍÁÔ 60 × 90 1=16. æÉÚ. �ÅÞ. Ì. 2,50. õÓÌ. �ÅÞ. Ì. 2,50. �ÉÒÁÖ 1000 ÜËÚ.éÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Ï íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ �ÅÎÔÒÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.119002, íÏÓË×Á, âÏÌ. ÷ÌÁÓØÅ×ÓËÉÊ �ÅÒ., 11. �ÅÌ. (499) 241{74{83.ïÔ�ÅÞÁÔÁÎÏ × ððð ��É�ÏÇÒÁÆÉÑ ,,îÁÕËÁ\�.121099, íÏÓË×Á, ûÕÂÉÎÓËÉÊ �ÅÒ., Ä. 6.ISBN 978-5-94057-462-0 
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�ÅÏÒÉÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× É Ó�ÉÎÏ× ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÎÅ-ÂÏÌØÛÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÉÍÅÀ-ÝÉÈ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÁÖÎÙÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ × ÆÉÚÉËÅ. ï�ÉÓÙ×ÁÅÍÏÅ ÎÉÖÅ ÇÅÏÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÆÒÁÎ�ÕÚÙ �ÒÉ�ÉÓÁÌÉáÒÇÁÎÕ, ÈÏÔÑ ÚÁ ÓÅÍØ ÌÅÔ ÄÏ áÒÇÁÎÁ ÅÇÏ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÌ ÄÁÔÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁ-ÔÉË ÷ÅÓÓÅÌØ (ËÏÔÏÒÙÊ, ×�ÒÏÞÅÍ, ÉÓÈÏÄÉÌ ÓËÏÒÅÅ ÉÚ ÂÕÄÕÝÉÈ ÉÎÖÅÎÅÒÎÙÈ�ÒÉÌÏÖÅÎÉÊ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Ë ÅÝ£ ÎÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÔÏÇÄÁ ÔÅÏÒÉÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊíÁËÓ×ÅÌÌÁ É �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÔÏËÁ).ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÈËÏÏÒÄÉÎÁÔ.
1iòÉÓ. 1. ÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.âÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 1 �Ï ÏÄÎÏÊ ÏÓÉ, i �Ï ÄÒÕÇÏÊ ÏÓÉ(ÏÔ ÓÌÏ×Á �imaginary�, Ô. Å. ÍÎÉÍÙÊ). �ÏÞËÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ× ×ÉÄÅ a+ b · i (ÅÄÉÎÉ�Õ �ÒÉ a ÎÅ �ÉÛÅÍ):
1i ab

òÉÓ. 2. ÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ É ÍÎÉÍÁÑ ÞÁÓÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.÷ÅËÔÏÒÙ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ:z1 = a1 + b1 · iz2 = a2 + b2 · iz1 + z2 = (a1 + a2) + (b1 + b2) · i3



ëÒÏÍÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÉÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ.�ÁÂÌÉ�Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ: 1 · 1 = 1; 1 · i = i = i · 1:óÁÍÏÅ ÇÌÁ×ÎÏÅ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ �ÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ i ÎÁ i:i · i = −1:þÉÓÌÏ i ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÎÉÍÙÍ, ÔÁË ËÁË ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÞÉ-ÓÌÁ a, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÂÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïa2 = −1:ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÌÀÂÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï ÚÁËÏÎÕÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔÉ:z1z2 = (a1a2 − b1b2) + (a1b2 + a2b1)i:éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÕÍÎÏÖÁÑ a1 ÎÁ a2 É b1 ÎÁ b2, �ÏÌÕÞÁÅÍ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀÞÁÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ (ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ), Á ÕÍÎÏÖÁÑ a1 ÎÁ b2 É b1 ÎÁ a2 |ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔØ (ÓÕÍÍÕ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ). ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÚÁËÏÎÞÅÎÏ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ÓÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ: z1z2 == z2z1; ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ: (z1z2)z3 = z1(z2z3); ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔØ �Ï ÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÓÌÏÖÅÎÉÀ: z1(z2+ z3) = z1z2+ z1z3) ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍÏÂÒÁÚÏÍ.C ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÜÔÉÍ ÉÓ-ÞÅÒ�Ù×ÁÅÔÓÑ. ä×ÉÖÅÎÉÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ | ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ Á��ÁÒÁÔ ÄÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ Ä×É-ÖÅÎÉÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. þÔÏÂÙ × ÜÔÏÍ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÍÙ ××ÅÄ£Í ÅÝÅ ÄÏ�ÏÎÉ-ÔÅÌØÎÏÅï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏz = a− b · iÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÍ Ë ÞÉÓÌÕ z = a+ b · i.4



1i KKòÉÓ. 3. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ ËÏÛËÉ K.çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ �ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ z Ë z | ÜÔÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÏÓÉ O1.�ÅÏÒÅÍÁ. óÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ë ÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×-ÎÏ ÓÕÍÍÅ ÞÉÓÅÌ; ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÈ Ë ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ:z1 + z2 = z1 + z2:�ÅÏÒÅÍÁ. óÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ë �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ Ä×ÕÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÞÉÓÅÌ; ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÈ Ë ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍ:z1z2 = z1z2:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÅÅÍÕ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÍÏÄÕÌÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ:
|z|2 = zz:íÏÄÕÌØ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ.ë×ÁÄÒÁÔ ÍÏÄÕÌÑ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÉ:zz = zz = zz;�ÏÜÔÏÍÕ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, |z|2 = zz == a2+b2 > 0, �ÏÜÔÏÍÕ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z ÉÍÅÅÔ ÍÏÄÕÌØ | ÔÏÔ Ë×ÁÄÒÁÔ-ÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ a2 + b2, ËÏÔÏÒÙÊ ÔÏÖÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. áÒÇÕÍÅÎÔ � ÎÅ ÒÁ×ÎÏÇÏ ÎÕÌÀ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁÒÁ×ÅÎ ÕÇÌÕ �Ï×ÏÒÏÔÁ ÏÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ �ÏÌÕÏÓÉ O1 × ÓÔÏÒÏÎÕ �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÏÊ ÍÎÉÍÏÊ �ÏÌÕÏÓÉ Oi ÄÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.5



úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ |z| = 1, ÔÏa = 
os�; b = sin�:�Å, ËÔÏ ÎÅ ÚÎÁËÏÍ Ó ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÓÉÎÕÓ É ËÏÓÉÎÕÓ, ÍÏÇÕÔ ÓÞÉÔÁÔØ ÜÔÏÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÉÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ.ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ Ä×ÉÖÅÎÉÊ Å×ËÌÉ-ÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ w ∈ C. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z�, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ËÁ-ÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ w × ÔÏÞËÕ zw, ÇÄÅ |z| = 1, arg z = �.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ 
 ÍÏ-ÄÕÌÅÍ ÅÄÉÎÉ�Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �Ï×ÏÒÏÔÏÍ �ÌÏÓËÏÓÔÉ {w}.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ w. óÏÓÞÉÔÁÅÍÍÏÄÕÌØ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, × ËÏÔÏÒÏÅ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ w �ÒÉ ÎÁÛÅÍ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÉ:
|zw|2 = zwzw = (zz) · (ww) = ww = |w|2:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ×ÅËÔÏÒ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÄÌÉÎÙ. ëÒÏ-ÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÎ�ÁÍÉ ×ÅËÔÏÒÏ× ÔÁËÖÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ:
|zw1 − zw2| = |z(w1 − w2)| = |w1 − w2|:

1i w1w2zw1zw2òÉÓ. 4. ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ó ÍÏÄÕÌÅÍ ÅÄÉÎÉ�Á.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏÓ ÍÏÄÕÌÅÍ ÅÄÉÎÉ�Á ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÄÌÉÎÙ.÷ÁÖÎÁÑ ÄÅÔÁÌØ: ÜÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ. �úÁÄÁÞÁ. ÷ÒÁÝÅÎÉÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ {w} �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ �ÒÉÎÁÛÅÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ ×Ï ×ÒÁÝÅÎÉÅ �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ (Ô. Å. × ÔÕ ÖÅÓÔÏÒÏÎÕ, ÞÔÏ É ÉÓÈÏÄÎÏÅ).ïÔÓÔÕ�ÌÅÎÉÅ �ÒÏ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ. äÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉÎÕÖÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÏÔ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÚÁÞÁÓÔÕÀ ÓËÒÙ×ÁÀÔ, | ÆÏÒÍÕÌÁ6



�ÌÏÝÁÄÉ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ. ðÕÓÔØ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÏÒÔÏÎÏÒ-ÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ {(X;Y )} ÉÍÅÅÔÓÑ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ. ðÅÒ×ÙÊ×ÅËÔÏÒ, ÚÁÄÁÀÝÉÊ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A = (x1; y1), ×ÔÏ-ÒÏÊ | ÞÅÒÅÚ B = (x2; y2).
y1y2 x1x2 X
Y

òÉÓ. 5. ïÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÁÒÏÊ ×ÅËÔÏÒÏ×.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÌÏÝÁÄØ S(A;B) �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ×ÅË-ÔÏÒÁÍÉ A É B; Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÔ ×ÅËÔÏÒÁ A :S(A1 +A2; B) = S(A1; B) + S(A2; B):
(x1; y1) = A(x2; y2) = B

òÉÓ. 6. ðÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÊ �ÁÒÏÊ ×ÅËÔÏÒÏ× A É B.ðÌÏÝÁÄØ ÎÁÄÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ��ÌÀÓ�, ÅÓÌÉ �Ï×ÏÒÏÔ ÏÔ A Ë B |× ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÏÔ �ÅÒ×ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÏÌÕÏÓÉ ËÏ ×ÔÏÒÏÊ(ÎÁ ÎÁÛÅÍ ÒÉÓÕÎËÅ | ��ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ�). óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,ÓÏ ÚÎÁËÏÍ �ÍÉÎÕÓ�, ÅÓÌÉ �Ï×ÏÒÏÔ ÏÔ A Ë B | × �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÕÀ ÓÔÏ-ÒÏÎÕ. ìÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ �ÌÏÝÁÄÉ ÏÔ �ÅÒ×ÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔÔÁËÖÅ, ÞÔÏ S(kA;B) = kS(A;B):üÔÉ Ä×Á �ÒÏÓÔÙÈ ÆÁËÔÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔ × ÓËÒÙÔÏÍ ×ÉÄÅ ×ÓÀ �ÔÅÏÒÉÀ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÔÅÌÅÊ�. 7



÷ÏÚØÍÅÍ ÂÁÚÉÓ e = (1; 0), f = (0; 1). �ÏÇÄÁ ÎÁÛÉ ×ÅËÔÏÒÙ A = A1É B = A2 ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅA1 = x1e+ y1f; A2 = x2e+ y2f:÷ÙÞÉÓÌÑÅÍ �ÌÏÝÁÄØ S(A1; A2). ÷ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÕÍÍÕÞÅÔÙÒ£È ÓÌÁÇÁÅÍÙÈS(A1; A2) = x1x2S(e; e) + x1y2S(e; f) + y1x2S(f; e) + y1y2S(f; f):úÄÅÓØ S(e; e) = 0, �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ, ÎÁÔÑÎÕÔÙÊ ÎÁ �ÁÒÕ (e; e),Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ. ðÏ ÜÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ �ÒÉÞÉÎÅ S(f; f) = 0. äÁÌÅÅÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ S(e; f) = 1; ÎÏ S(f; e) = −1, ÔÁË ËÁË ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ×ÒÁÝÅÎÉÑÏÔ f Ë e | × ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÓÑ �ÌÏÝÁÄØ ÒÁ×ÎÁS(A1; A2) = x1y2 − x2y1:üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÊ ÎÉÖÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊÔÁÂÌÉ�Ù ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÎÁÛÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ�ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ: S(A1; A2) = ∣

∣

∣

∣

x1 y1x2 y2 ∣

∣

∣

∣

:íÙ ÏÂÓÕÖÄÁÅÍ ×Ï�ÒÏÓ: ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÌÉ �ÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ z ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ?îÁÄÏ ×ÚÑÔØ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ {w} ÏÓÎÏ×ÎÏÊ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ É �ÏÓÍÏÔÒÅÔØ,ËÕÄÁ ÏÎ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ. åÓÌÉ �ÌÏÝÁÄØ ÏÂÒÁÚÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, ÔÏ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ, Á ÅÓÌÉ �ÌÏÝÁÄØ ÏÂÒÁÚÁ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ, ÔÏ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ÏÓÎÏ×-ÎÏÇÏ (Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÌÀÂÏÇÏ) �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. ïÂÒÁÚÙ ×ÅËÔÏÒÏ×e É f ÓÕÔØ ze = z = a+ bi; zf = zi = −b+ ai:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÁÔÒÉ�Á �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ-ÏÂÒÁÚÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
(x1 y1x2 y2 ) = ( a b

−b a) :ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ (�ÒÉ z 6= 0), ÔÁË ËÁË
∣

∣

∣

∣

a b
−b a ∣

∣

∣

∣

= a2 − (−b) · b = a2 + b2 > 0:8



óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z ÓÏÈÒÁ-ÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÕÍÎÏÖÁÅÍÙÈ ÞÉÓÅÌ.éÓÓÌÅÄÕÅÍ, ÎÁ ËÁËÏÊ ÕÇÏÌ �Ï×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒ w �ÒÉ ÅÇÏ ÕÍÎÏÖÅ-ÎÉÉ ÎÁ z? ÷ÏÚØÍ£Í �ÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ×ÅËÔÏÒ É �ÏÓÞÉÔÁÅÍ, ÎÁ ËÁËÏÊ ÕÇÏÌ ÏÎ�Ï×ÅÒÎÅÔÓÑ �ÒÉ ÎÁÛÅÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. áÌÇÅÂÒÁÉÓÔÙ ÓÞÉÔÁÀÔ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÞÉÓÌÏ 0, ÎÏÎÁÍ ÏÎÏ ÎÅ �ÏÄÈÏÄÉÔ, ÍÙ ×ÏÚØÍ£Í × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÏÓÔÅÊÛÅÇÏ ÞÉÓÌÏ w = 1.�ÏÇÄÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ z �ÅÒÅ×ÅÄ£Ô ÅÇÏ × zw = z = a+ bi.
w = 1 | ÂÙÌÏz = z · w = 1 | ÓÔÁÌÏ�òÉÓ. 7. ðÏ×ÏÒÏÔ ×ÅËÔÏÒÁ w �ÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ÞÉÓÌÏ z.éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÛÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �Ï×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÔ ×ÅËÔÏÒw = 1 ÎÁ ÕÇÏÌ � = arg z.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ |z| = 1,Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �Ï×ÏÒÏÔÏÍ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁ ÕÇÏÌ, ÒÁ×ÎÙÊ arg z.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÓËÌÁ-ÄÙ×ÁÀÔÓÑ: arg(zw) = arg z + argw:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.íÙ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ w = 1 �ÒÉ ÕÍÎÏÖÅ-ÎÉÉ ÎÁ z �Ï×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÕÇÏÌ �. îÏ �ÏÓËÏÌØËÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ z ÅÓÔØ�Ï×ÏÒÏÔ, ÔÏ ÎÁ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÕÇÏÌ �Ï×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÔÓÑ É ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ w. ÷×ÅÄ£ÍÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ argw = �. �ÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ zw ÉÍÅÅÔ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ � + �, Ô. Å.arg(zw) = argw + �. �üÔÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÎÁÞÅÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ �ÏÎÑÔØ. ðÕÓÔØ z = a+ bi, w = 
+ di, |z| = 1, |w| = 1. �ÏÇÄÁzw = (a
− bd) + (ad+ b
)i:ðÏÓËÏÌØËÕ arg z = �, ÔÏ a = 
os�, b = sin�. �ÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, �ÏÓËÏÌØËÕargw = �, ÔÏ 
 = 
os�, d = sin�. ðÏÜÔÏÍÕ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÄÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈÉ ÍÎÉÍÙÈ ÞÁÓÔÅÊ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ zw ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ
os(�+ �) = a
− bd = 
os� 
os� − sin� sin�;sin(�+ �) = ad+ b
 = 
os� sin� + sin� 
os�:9



æÏÒÍÕÌÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÌÅÇËÏ ÚÁ�ÏÍÉÎÁÅÔÓÑ É ÎÅ �Õ-ÔÁÅÔÓÑ ÎÉ Ó ÞÅÍ ÄÒÕÇÉÍ. á ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍÕÌ × ÎÅÊ ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔÓÑ ÏÞÅÎØ ÍÎÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÅÌÁÅÔ ÉÚ ÎÉÈ ÉÚÌÀÂÌÅÎÎÙÊ ÜËÚÁÍÅÎÁÔÏÒÁÍÉ ×Ï-�ÒÏÓ ÎÁ �ÒÉÅÍÎÙÈ ÜËÚÁÍÅÎÁÈ.�ÅÏÒÉÑ ×ÒÁÝÅÎÉÊ É Ä×ÉÖÅÎÉÊ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÅÔÓÑ�ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ.úÁÄÁÞÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ n
os(n') + i sin(n') = (
os'+ i sin')n(ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ íÕÁ×ÒÁ, ÔÁË ËÁË Å£ ÏÔËÒÙÌ ÇÏÒÁÚÄÏÒÁÎØÛÅ ÓÏ×ÓÅÍ ÄÒÕÇÏÊ ÞÅÌÏ×ÅË).ðÒÉÍÅÒ. éÚ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÌÅÄÕÅÔ (�ÕÔ£Í ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË × ÂÉ-ÎÏÍÅ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ), ÞÔÏ É 
os(n'), É sin(n') | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÙ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x = 
os', y = sin'.éÌÉ, ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ (ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍ-ÂÉÎÁ�ÉÉ ÓÉÎÕÓÏ× É ËÏÓÉÎÕÓÏ× ËÒÁÔÎÙÈ ÕÇÌÏ×) ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁËÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÙÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (x É y) ÎÁ ÏË-ÒÕÖÎÏÓÔØ (x2 + y2 = 1).÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÞÅÎØ ÞÁÓÔÏ �ÏÌÅÚÎÙ ÆÏÒÍÕÌÙ
os(2') = 
os2 '− sin2 '; sin(2') = 2 sin' 
os';
os(3') = 4 
os3 '− 3 
os'; sin(3') = 3 sin'− 4 sin3 ':ðÏÓËÏÌØËÕ ËÏÓÉÎÕÓ | Þ£ÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, Á ÓÉÎÕÓ | ÎÅÞ£ÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑÏÔ ', ÔÏ 
os(n') ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÌÉÛØÁÒÇÕÍÅÎÔÁ x = 
os' (ÚÁÍÅÎÉ× ×ÅÚÄÅ sin2 ' ÎÁ 1−
os2 '). üÔÉ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØ-ÎÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ þÅÂÙ-ÛÅ×Á, ÏÎÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÍÎÏÇÉÍÉ �ÏÌÅÚÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (�ÎÁÉÍÅÎÅÅ ÕËÌÏÎÑ-ÀÔÓÑ ÏÔ ÎÕÌÑ�, ÄÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ �ÆÉÇÕÒÙ ìÉÓÓÁÖÕ� ÎÁ ÜËÒÁÎÅ ÏÓ�ÉÌÌÏÇÒÁÆÁ*É Ô. Ä.). ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× �ÅÒÅ�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ × ÄÒÕÇÉÈ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:
F1(x) = x; F2(x) = 2x2 − 1; F3(x) = 4x3 − 3x; : : :ïÄÎÁËÏ, Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ×ÏÚÎÉË ×Ï�ÒÏÓ: ËÒÏÍÅ ×ÒÁÝÅÎÉÊ É Ä×ÉÖÅÎÉÊ�ÌÏÓËÏÓÔÉ R

2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ×ÒÁÝÅÎÉÑ É Ä×ÉÖÅÎÉÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R
3. ëÁË* óÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÷. é. áÒÎÏÌØÄ, íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÔÏÄÙ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ(í.: üÄÉÔÏÒÉÁÌ õòóó, 2000). 10




